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问题  
设  在  上二阶可微，且 ，满足  或者 
。且有

证明：

解答  
此类问题就是考虑微分方程的解，然后对着拆一下，实现降阶，中间要用洛必达法则。

不妨设 （若 ，可令 ，转化为  的情况），则需要证明 

，自然根据条件就有 。

设方程  的两个根为 ，也即 。

本题条件表明要么这是两个负根（对应 ），要么这是一对共轭虚根并且实部都是负的（对

应 ）。下面分类讨论。

情形 1  

如果 （实根情形）则考虑求导关系：

因 ，故  时 ，分母趋于无穷。根据洛必达法则：

再来一次就有：

所以 ，  都趋于零，结论得证。
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情形 2  

如果 （复根情形）。

这是一对实部小于零的共轭虚根，则我们不能和前面一样把  放到分母上然后求导，因为它并不是
单调的，更何况还有复数出现，没有这样子的洛必达法则。

不管实数复数，前面的求导关系都是成立的，只需要稍加修改：

根据洛必达法则则有（分母单调递增趋于正无穷，分子是  的形式，本质实部虚部分别洛
必达）：

注意  是模长为  的复数，所以：

因为 ，对比实部虚部，所以 ，结论得证。

附注  
本题最初来源于《数学分析 101（上册）》习题 7.2.9：

设  是方程

的解。证明： 。
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