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设  是数域  上次数不超过  的多项式构成的线性空间，证明以下三组多项式均为  的基：

（1） ；

（2） ；

（3）设  为  中互不相等的数， 。

问 1  
是显然的，我们从多项式的定义出发即可得到该组多项式为  的一组基。

由此我们知道  为  维线性空间。

问 2  
考虑任意多项式 ，设 。

则 。

问 3  
回顾线性空间的性质：

Important

若  为  维线性空间  中互不相等的元素，如果它们线性无关，则它们构成  的
一组基。

考察方程

令 ，则 ，解得 。

依次令 ，可得 。

因而  线性无关。故其为  的一组基。

注 1：Lagrange 插值基  
设  是  中互不相等的数，定义 Lagrange 插值多项式：

证明：
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1.  是  的一组基；

2. 对任意 ，有 。

假设存在  使得

同理，依次代入 ，得 。故  线性无关。由
于 ，它们构成一组基。

考虑多项式

注意到

 

对于每个 ，有 ，所以 $ g(x) $ 有  个根。但 ，故 ，即

实际上，我们发现 Lagrange 插值与原题（3）存在关系：

对于基 (3)： ，设  且已知 。求  在基 (3) 下的坐

标，并写出显式表达式。

设 。代入  得：

所以

这与 Lagrange 插值公式形式一致。

注 2：Newton 基与递推关系  
设  是  中互不相等的数，定义 Newton 多项式：

证明：

1.  是  的一组基；
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2. 若 ，给出系数  的递推求法（差商表示）。

 是  次多项式，由于次数互异，它们线性无关。又因 ，故构成一组基。

显然，系数  是  在点  的差商：

回顾差商递推公式：

因此，  的 Newton 插值形式为：

注 3  
设  是由所有满足  的多项式构成的子空间：

1. 求  的一组基；

2. 若 ，求  及其一组基。

显然，一组基为 ， 。

发现  当且仅当 ，其中 。故构造一组
基为：

同理，得到  。
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