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Type: 数学分析（一）

Source: THU 10 月 11 日数分作业 Problem 4 & PKU 数分习题集 9.8.14

若数列  满足 ，证明：  收敛。

解答  
考察 Fekete 次可加性引理：若  满足 ，则 

。

证明之。

Tip

设 ，则 ，存在  使得 。

取任意 ，记 ，则连续使用次加性，可得 
。

即， 。

取 ，首先 ，则 ， 。

即有 。

由任取性，知 。又因为 ，因而 。

于是，我们取 ，则 。

易见 。

应用  
想了想，似乎可以延伸出这些题目：

1. 若 ，则  存在。

2. 若 ，则  存在。

3. 若 ，则  存在。

4. 若 ，则  存在。
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注 1  
超可加性引理：若 ，则 。

注 2  
与 应用 不同的是，有这样一个题目：

若  满足

证明：  存在。

我们记 ，将题述式子做变换，得

一方面，

。

另一方面， 。

因此 。即满足次加性。

注 3  
另外一个题目：

考虑

说明  存在。

考虑 Schwarz 不等式：

配凑 ，得到被积分式

这式子就满足 ，所以对积分式也满足 ，则结论易见。
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